Exponencial Complexa

FOrmula de Euler

Exp(i) = cosf +isenf), O R

Definicdo:Define-se a exponencial complexa, Exp : C — C como a
funcao que, para cada z = x 4+ 1y € C, é dada por

Exp(z) = e*(cosy + iseny).




Proposicdo: A funcao Exp : C — C satisfaz as seguintes propriedades

Exp(z + w) = Exp(2)Exp(w), para quaisquer z,w € C.

(Bxp(2)) ™" = o = BXp(=2),

(Exp(2))* = Exp(kz), ke Z.

Exp(z) = Exp(Z2).

Para todo z € C, Exp(z) # 0.

|Exp(x + iy)| = e”, Arg(Exp(z +iy)) =y + 21k, k € Z.
Exp(z) =1< 2z =2nki, keZ.

Exp é uma funcao periddica,

Exp(z + 27ki) = Exp(z), k € Z.

Passaremos, por abuso de notacdo, a escrever como em R
Exp(z) = €”.
Em particular tem-se

|dentidade de Euler
e 4+1=0 ou e?™ =1




Funcoes Trigonométricas

Definicao:
complexas, para cada z € C, como

Definem-se as funcoes trigonométricas coseno e seno

12 —1z

e'* + e ? e —e
COsz = ————  senz=-—.
Proposicao: Para todos z,w € C tem-se
e sen’z +cos’z =1
® Cos(z+ w) = cosz Ccosw — sen z sen w
® sen(z+ w) =senz cosw + senw cos 2
esen(z+T1T)=senz<T =21k, kel
e cos(z+T)=cosz< T =21k, keZ




Funcoes Hiperbdlicas

Definicdo: Definem-se as funcoes hiperbodlicas complexas coseno e
seno , para cada z € C, como

e’ +e ¢ ec —e *
coshy = —— senh z =
2 2

Proposicao: Para todos z, w € C tem-se

® cos(iz) =coshz  sen(iz)=isenhz
e cosh?z —senh?z =1
e cosh (z + w) = cosh z coshw + senh 2z senhw

)

e senh (z 4+ w) = senh z cosh w + senh w cosh z

e senh(z+7T)=senhz < T =2nki, keZ
)

(
(
(
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e cosh(z+T)=coshz< T =2nki, k€eEZ




Logaritmo Complexo

Definicdo: Define-se o logaritmo complexo com ramo [0, 6y + 27|
como a func¢do log : C\ {0} — C dada por

log ¢ (2) = logr|2| + i Arg 2, Arg z € [0y, 0y + 27|

Chama-se ramo principal do logaritmo complexo a escolha do ramo

| —m,ml.




Proposic3o:

e €% = 2 para todo o z € C\ {0}.

e log(e”) = z+ 2mk i para todo o z € C e k € Z dependente de 2.

Proposicao:

Para z,w € C

log zw = log z + log w (a menos de soma de 27ki).




Poténcias Complexas

Definicao: Dados z # 0, w € C define-se a poténcia complexa 2" como
w wlog 2z

Z =€

Esta definicdo depende do ramo do logaritmo complexo utilizado.




Proposicdo: Dados z # 0, w € C

e 2 toma um Unico valor, independentemente do ramo do logaritmo
utilizado sse w € Z.

e Se w € Q, com w = p/q na forma irredutivel, entdo z* toma ¢ € N
valores diferentes consoante o ramo do logaritmo.

e Sew € R\ Q ou Im(w) # 0 entdo z" toma infinitos valores
diferentes consoante o ramo do logaritmo.




